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Chapitre 1

Fonctions d’une variable réelle

1.1 Définitions

1.1.1 Introduction

Soient A et B deux parties de R. On dit que f est une fonction de A vers B si tout
nombre réel x de A a pour image par f au plus un (i.e. un ou zéro) nombre réel de B.
S ainsi définie est une fonction de la variable réelle x.
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FIGURE 1.1 — Exemple de fonction y = f(x) = \/x.
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On observe sur la Fig. 1.1 que le point A d’abscisse x = 4 a pour unique image
par f un unique point B d’ordonnée y = 2. En revanche, on remarque sur la Fig.
1.2 que le point O d’abscisse x = 0 posseéde deux images, i.e., les deux points A
et B d’abscisse y = +1. Dans ce cas, on dit que la fonction est bi-valuée. En effet,
la fonction mathématique qui définit le cercle n’est pas une fonction d’une seule
variable mais de deux variables : x> +y*> = 1.

FIGURE 1.2 — Contre-exemple de fonction bi-valuée.

1.1.2 Ensemble de définition

L’ensemble de définition Dy de f, est la partic de A dont les éléments ont une
image dans B.

Le mot défini signifie déterminé. Le mot indéfini signifie infini.

Rechercher I’ensemble de définition d’une fonction c’est déterminer le domaine
(resp. Uintervalle) a 'intérieur duquel cette fonction n’admet que des valeurs finies.

1.1.3 Notation et représentation graphique

La fonction f de A vers B est une application de A dans B qui a x fait correspondre
ytel que :
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f:A—B,
x>y =f(x).
Soit (O,?,f) un R.O.N.D. (i.e. un repere orthonormé direct) du plan P. La re-

présentation graphique de f consiste en I’ensemble des points M de coordonnées
(x, f(x)). Le point M décrit la courbe représentative ¢’ de f lorsque x décrit Dy.
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FIGURE 1.3 — Courbe représentative ¢ de f lorsque x décrit Dy.

Sur la Fig. 1.3, on a placé trois valeurs du point M en M;(1,1.5), M>(2,2) et
M5(5,2.5) qui décrivent la courbe représentative 4" de f en une sorte de trajectoire
d’un point mobile se déplagant dans le plan.

1.1.4 Détermination pratique de ’ensemble de définition

On considere les trois cas génériques suivants. Soient A(x) et B(x) deux fonc-
tions :

A
lercas : fonction du type f(x) = B = f est définie pour tout B #~ 0

2¢ cas : fonction du type f(x) = /B = f est définie pour tout B > 0

A
3¢ cas : fonction du type f(x) = — = f est définie pour tout B > 0.

VB
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Remarque : Ensemble et intervalle de définition

1
La fonction f(x) = — admet pour ensemble de définition Dy = R*.
x

Elle admet pour intervalle de définition I’intervalle : ] — 0, 0[U]0, +oo|.

1.1.5 Continuité

Une fonction f est continue en un point xy ou elle est définie si et seulement si
(ssi) elle admet en ce point une limite / finie.
On dit que f est continue en x ssi V€ > 0, ¥n > 0 tels que Vx € [,

x—xo| <M = |f(x) - f(xo)| <€

On peut illustrer cette définition par I’exemple présenté dans la Fig. 1.4. On re-
marque dans le premier cas (entre A et B) qu’une petite différence entre x et xg (ici
n = lcm) n’implique pas une grande différence entre y et yg (€ = 0.2cm), i.e., entre
f(x) et f(xo). Alors que dans le second cas (entre C et D) une petite différence entre
x et xp (n toujours égal a 1cm) implique une différence de plus en plus importante
voire infinie entre y et yy, i.e., entre f(x) et f(xp).

05 e} «—>

FIGURE 1.4 — Continuité de f(x) en un point xo.
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1.1.6 Limites
Définition — Notation

Soit f une fonction y = f(x) définie sur un intervalle I contenant le point x. On
dit que f admet pour limite en ce point xo le nombre réel L ssi : Ve > 0, Vi > 0 tels
que Vx € 1,

O<|x—xo|<m=|f(x)—L|<e€

On note :

lim f(x) =L

X—X0

Théoremes

Théoreme 1.1. En oo, la limite d’une fraction rationnelle est égale au quotient de
ses termes de plus haut degré.

2x+1
Démonstration. Soit la fonction y = f(x) = x:_ 5 Cherchons sa limite en =eo.
x

1
24~ 24~ ,

2x+1
tim T tim (Y) 5= —3=1=2
X—doo x4 X—rFoo \ X 1_}_7 1+7
X X

puisqu’en oo, les termes 2/x et 1/x tendent vers 0.

Théoreme 1.2. Limite a gauche et a droite de x.

X,—& X, x,+¢€

* Limite a gauche :

lim f(x) = lim f(x0—¢)
x<Xo

e Limite a droite :
lim f(x) = lim f(xp+é€)
-0t

X—X0
X>X0
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Formes indéterminées

oo 0

—_ 5 0 X oo 5 — 5 o0 — o0

oo 0

Remarque :
1
. N . . 1 , .2 0o O
Les trois premieres sont identiques car 0= d’ou — = 10" 0 X oo,

0

Théoreme 1.3. Regle de L’Hospital :

Soient f et g deux fonctions continues et dérivables respectivement sur un inter-
valle [a,b] et |a,b|. Si pour tout xy €]a,b], g'(x) # 0 et si

im 28 _ )0
X—rX0 g(x) 0
0 X oo
Alors
/

tim ™) = g £

= g(x) - x=x g'(x)
Si cette limite tend de nouveau vers f, 0 ou 0 X oo, on réitere la regle.

1.2 Parité — Périodicité

* Si f(—x) = f(x) alors la fonction f est paire et sa représentation graphique
admet I’axe (y'y) comme axe de symétrie.

* Si f(—x) = —f(x) alors la fonction f est impaire et sa représentation gra-
phique admet le point O(0,0) comme centre de symétrie.

* Si f(x+T) = f(x) alors la fonction f est périodique de période T et sa re-
présentation graphique se déduit par translation de vecteur 7'i.
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1.3 Dérivées

1.3.1 Taux de variations

Le taux de variation d’une fonction f continue définie sur un intervalle [a,b] est
égale a :

Ay =yp—ya= f(xzp) — f(za)

L

Ax =xp— T4

FIGURE 1.5 — Taux de variations d’une fonction.

T représente le coefficient directeur (la pente) de la droite (AB) (voir Fig. 1.5).
Si T >0, f est croissante,
SiT <0, f est décroissante.

1.3.2 Dérivabilité en un point x

Soient f une fonction continue et définie sur Dy et xo € Dy. On dit que f est
dérivable en xq ssi :

o £00 = F(x0)

X—rXQ X —X0

=L avec L finie.
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Notation :

hmM:hmﬁ:}N(m)_g_@

X=X X—XQ Ax—0 Cdx  dx

Théoreme 1.4. Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
(ATTENTION : la réciproque est FAUSSE!)

Contre-exemple :

La fonction f(x) = y/x est continue et définie en 0 mais n’y est pas dérivable car
et f'(x) n’est pas définie en 0.

f’(x):m

1.3.3 Interprétation géométrique

Soir (%) la représentation graphique de f dans un R.O.N.D. (O,?,f). Si f est
dérivable en xy, (¢') admet une tangente en My(xo, f(xo)), de coefficient directeur
f'(x0). L’équation de cette tangente s’écrit :

y— f(xo)

X —Xp

= f'(xo)

Remarque :

* Si lim f'(x) =0, (¢) admet en x( une tangente horizontale,
X—X0

e Si 1i_>rn f'(x) =k, (¢) admet en x( une tangente oblique,
X—X0

* Si lim f/(x) = 4o, (¥) admet en x( une tangente verticale.
X—rX0
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1.3.4 Opérations sur les fonctions dérivables

Les dérivées de fonctions simples sont résumées dans le tableau 1 ci-dessous.

) | )
k 0
x? 2x
1
x x?
gL
2V/x
x| !
e* e*
In(x) %

TABLE 1.1 — Tableau de dérivées de fonctions simples.

Formule fondamentale du Tab. 1

(") = nx" !
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Les dérivées de fonctions trigonométriques se déduisent de la Fig. 1.6 ci-dessous.

prjmjth \dérivée

FIGURE 1.6 — Dérivées de fonctions trigonométriques.

Les dérivées de fonctions de fonctions sont résumées dans le tableau 2 ci-dessous.
Soient u(x) et v(x) deux fonctions dérivables sur un intervalle /.

Formule fondamentale du Tab. 2
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TABLE 1.2 — Tableau de dérivées de fonctions de fonctions.

(w+v) | o +Vv
(ku) ku'
(wv)" | uv+Vu

1’ vV
G) | =
i

(u”)’ I’lu"ilu/
(eu)/ u et
!
u
l ! —
(in(ul) | =

Dérivée d’une fonction de fonction

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle /, la fonction composée

fog, notée également f[g(x)] est aussi dérivable sur I.

Exemple :

(flg®)]) =g (x)f'[g(x)]

(cos(ax+b))' = —asin(ax+b)
(sin(ax+b))" = acos(ax+b)
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1.3.5 Extremum - Extrema

Un extremum est une valeur extréme que peut prendre une fonction f(x), i.e. un
maximum ou un minimum. Le pluriel d’extremum est, non pas extremums, mais ex-
trema. Un extremum, des extrema, un minimum des minima . . ..

Le lieu des points ot la dérivée f’(x) de la fonction f s’annule correspond au lieu
des points ou la fonction f(x) présente des extrema, i.e., des points ou la fonction
passe par un maximum (respectivement un minimum). D’ apres la remarque du §3.3.,
en un maximum (respectivement un minimum), la fonction posséde une tangente ho-
rizontale.

Le signe de la dérivée seconde f”(x) de la fonction f(x) évaluée en un extremum
local permet de statuer sur la concavité ou la convexité de la courbe.

Si la fonction f admet en xp un extremum local, i.e., si f'(xo) = 0 et,
— si f"(x0) > 0 alors la courbe (%) représentative de f admet en xo un minimum
local, i.e., elle est concave.

— si, au contraire f”(xp) < 0, la courbe (%) représentative de f admet en xp un
maximum local, i.e., elle est convexe.

— si f(xp) =0etsi f’(xp) =0, la courbe (%) représentative de f admet en x
un point d’inflexion horizontale.

1.4 Fonction réciproque (inverse) — Bijection

Si f est une fonction continue et strictement monotone (strictement croissante ou
strictement décroissante) sur un intervalle [a, b] alors la fonction réciproque (inverse)
de f notée f~! appelée également bijection de [a,b] dans [f(a), f(b)] a les propriétés
suivantes :

— Elle est strictement monotone sur [f(a), f(b)] et varie dans le méme sens que

/s
— Elle est continue sur [f(a), f(b)].

Les représentations graphiques de f et de f~! sont symétriques par rapport a la
premicre bissectrice, i.e., la droite d’équation y = x (voir la Fig. 1.7).
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y=F"x)= vz

FIGURE 1.7 — Fonction et fonction inverse symétriques.

Exemple :

Soit la fonction f définie par :

i R—=R,
xi—=y=f(x) =x%

Il est aisé de démontrer que cette fonction est continue et strictement croissante
sur I'intervalle [0, 40| , i.e., sur RT. Par conséquent, on peut définir la fonction réci-
proque de f ainsi :

f:RT - R,
~1
ymx=f70)=vx

Application a la détermination des racines d’une équation

Peut-on résoudre par la méthode des radicaux (discriminant pour une équation du
second degré) n’importe quelle équation algébrique polynomiale de degré n ?

La réponse 2 cette question fut donnée par le mathématicien francais Evariste
Galois mort tragiquement en duel a I’age de 20 ans !
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Evariste Galois démontra qu’il est impossible de résoudre une équation algé-
brique polyndmiale de degré supérieur ou égal a 5 par la méthode des radicaux, i.e.,
qu’il est impossible de déterminer analytiquement les solutions d’une telle équation.
On peut cependant les approcher grace au théoreme suivant :

Théoreme 1.5 (Théoreme de la dichotomie). Soit f continue sur 'intervalle [a,b] si
f(a) x f(b) <0 alors il existe au moins une valeur xo €|a,b| telle que f(xy) = 0.

Ce théoreme qui définit I’existence d’une application réciproque (bijection) per-
met de déterminer les valeurs des racines de n’importe quelle équation (en particulier
les équations de degré supérieur ou égal a 5).

Exemple :

Soit la fonction f définie par :

fiRR,
x—=y=f(x) =x*—6x+8.

Cette fonction (voir Fig. 1.8) vérifie les conditions d’application du théoreme de
la dichotomie.
Calculons

{f(l):1_6+8:3’ F()F(3) <0

f(3)=9-18+8=—1.
On en déduit qu’il existe au moins une valeur xo €]1,3[ telle que f(xp). En cher-

1+3
i) = f(2), il est alors facile de vérifier que f(2) =0 et
donc que la valeur de la solution recherchée est xo = 2. Calculons maintenant :

chant alors la valeur de f(

{f(3):9—18+8:—1, F31£(5) <0

£(5)=25-30+8=3.
On en déduit qu’il existe au moins une valeur xy €]3, 5[ telle que f(xp). En cher-

3+5
i) = f(4), il est alors facile de vérifier que f(4) =0

et donc que la valeur de la solution recherchée est xo = 4. On retrouve ainsi les deux
racines du trindme du second degré sans faire appel au calcul du discriminant (voir
Fig. 1.8).

chant alors la valeur de f/(
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35

fQ)=r£()=3

25

@ =-1

FIGURE 1.8 — Exemple d’application du Théoréme de la dichotomie.

1.5 Exercices

n° 1.1 Ensembles et intervalles de définition des fonctions suivantes

_ 2x+3 _ V2x+3
2x+3 213
W= 4 W=y T

L= 2 g =va
A= e 4 f) =y
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n° 1.3 Calculer les limites des fonctions suivantes

VX1l —x+2 VX —14x—1
1. lm —— 2. lim
x—>teo x+3 x—1 x—1

Vxr4x—2
3. lim vVx2+x+1—ax 4.  lim
x—too x%ioox+1+\/x2+x_2

n° 1.4 Calcul de limites

L lim 1 —tan(x) 5 lim sin(3x) 3 lim tan(ax)
x—Z  cos(2x) —Z 1 —2cos(x) =0 X
4 lim sin(ax) s 1 1 —cos(x) 6. 1 1— czs(x)
x—0 X x—0 X x—0 X
L *—1
7. tim 20 8. lim< 9. lim <
x—oo  x® =0 X X—e0 X

n° 1.5 Regle de dérivation

Démontrer que la dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire et vice
versa
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1.6 Correction des exercices

n° 1.1

2x+3

1. La fonction f(x) = o

est définie si et seulement si x* — 1 # 0. Or,

1= (@)~ (12 = (2= @+ 1) = (e Dx— D2+ 1)
Ainsi, x* — 1 ne peut s’annuler que pour x = —1 ou x = 1.

Le domaine de définition de f(x) s’écrit donc Dy = R —{—1,1}.
L’intervalle de définition de f(x) s’écrit :

| —oo, —1[U] = 1, +1[U] + 1, 40|
V2x+3

2. La fonction f(x) = — et définie si et seulement si 2x+3 > 0 et si
[

x* —1 # 0. La premiére condition implique x > 5 La seconde condition vient

d’étre calculée. La fonction f(x) est définie si et seulement si les deux conditons
suivantes sont satisfaites :

| —oo,—1[U] = 1, +1[U] 4+ 1, 40|

L’intervalle de définition de f(x) s’écrit :

3
3. La fonction f(x) xS est définie si et seulement si x* —1 > 0. Or,
. xX) = i u Xt — .
Vxt—1 ’

x*—1= (x> —1)(x> +1). 1 faut donc étudier le signe de x*> — 1 (car x* + 1 > 0).
Or, le signe du polyndme du second degré ax” + bx + c lorsque A > 0 est donné par le
signe de a en dehors des racines et de —a entre les racines. Il en résulte que x> — 1 >0
pour | — oo, —1]U[+1, 4eo[. Mais, ce polyndme étant au dénominateur de la fonction,
il ne peut prendre aucune valeur égale a 0. L’intervalle de définition de f(x) s’écrit
donc : ] —oo, —1[U] +1,+4-o0].

[2x+3
4. La fonction f(x) = % est définie si et seulement si son radicande, i.e.

I’expression se trouvant sous la racine carrée, est positive ou nulle. Mais, puisque
cette expression est une fraction rationnelle, il faut également que son dénominateur
soit non nul. On a donc les deux conditions suivantes :
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x>—§
- 27
]—W,—I[U]—i—l,—i—oo[.

L’intervalle de définition de f(x) s’écrit : |+ 1,4o0|

n° 1.2

1. La fonction f(x) =

nueenx=1.

2
+ 1 n’est pas définie en x = 1. Elle n’est donc pas conti-

2. La fonction f(x) = v/x— 1 est définie en x = 1.
En effet, f(1) = /1 — 1 =+/0 = 0. Elle est donc continue en x = 1.

3. La fonction f(x) =

3
n’est pas définie en x = 1. Elle n’est donc pas
=1 p p

continue en x = 1.

1 1 1
4. La fonction f(x) = \/;24__1 = \/( —)i;_(x+ 0 = i1 n’est pas définie

en x = 1. Elle n’est donc pas continue en x = 1.

n® 1.3
Vxr+1—x+2
1. lim w Tout d’abord, il est important de rappeler que :
X—rtoo x+3
—xsix <0,
V2= x| = ,
+xsix>0.

Onadonc: vx2+1=4/x? l+ \/>U = |x[4/1+
Verl-x+2 . Fy +*_x(1+ )
lim ——— = lim

X—+oo x+3 T xteo X(I—FE)
X
/ 1 2
= lim X = =0
X—r+oo 3 1
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1
lim —3: lim 3
X——o0 X+ X——o0 X(l—i-*)
X
1 2
o —\/1+x—2—(1+) 11
lim 3 = =-2
X——00
1+ 2
(1+2)

On peut vérifier facilement ces deux limites en tragant la représentation graphique
de la la fonction.

. VX2 —14x—1
2. lim .
x—1 vVx—1

. V=14 yx—1 Vx? \f—l_ 1 Vr—1
)lcgl} vx—1 ,1%1 vx—1 \/x— )lcl~r>n x+1 +\/x 1
\[ —xf+1 Vi

x—1 x—=14/x—1

x+1

Pour calculer la seconde limite, on va utiliser la forme conjuguée qui consiste a
multiplier \/x — 1 par y/x+ 1. On obtient ainsi :

A2 _ _
lim YT EVITL p i VISLVEEL L
x—1 x—1 x—1+/x \[—i-l x—1+/x —1(\/}+1)

_ VX _
xf+)1gr}f =V2+ er =12

3. lim vVx2+x+1—ax

x—>Foo

1 1
Remarquons tout d’abord que : Vx> +x+1=|x[y/1+ -+ —.Onadonc:
X X

1 1
lim Vx24+x+1—ax= lim X1+ -+ —ax
X0 x—>o0 X X
. 1 1 .
= lim x I+-+—5—a|= lim x(1-a)
X—r+Fo0 X X X—r+oo
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Ainsi,on a:

4oosil—a>0soita <1,
lim Vx2+x+1—ax= lim x(1—a){ 0xocosil—a=0soita=1,

X—>4o00 X—r+oo . i
—oosil—a<0soita>1,

Lorsque a = 1, on est en présence d’une forme indéterminée. On a donc :

lim Vx24+x4+1—ax= lir}rl Vxi4x+1—x
X—rtoo

X—ro0

Pour lever cette indétermination, utilisons la forme conjuguée. On obtient :

2 2 2
lim (\/x2+x+1—x>< X +x+1+x> = lim = txtl-x

x—eo VX2 +x+1+x x=teo /2 x4+ 14X
1 1
14+ - 14+ -
«1+h) | «1+h) 1

= lim = lim = _
X—>+o0 1 1 X—>oo 1 1 2
X l—i-*-l-*z-i-x X l—l—*—i-*z—i-l
X X X X

Calculons maintenant :

1 1
lim Vx2+x+1—ax= lim —xy/14+-+ 5 —ax
Xy X——oo x X
) 1 1 .
= lim —x I+-+—5+a|= lim —x(1+a)
x——oo X X x>0

Ainsi,on a :

+oosil4+a > 0soita > —1,
lim Vx2+x+1—ax= lim —x(14+a){ 0xoosil+a=0soita=—1,

X——oo0 X——00
—oosi 14+a<0soita < —1,

Lorsque a = —1, on est en présence d’une forme indéterminée. On a donc :

lim Vx24+x4+1—ax= lim Vvx24+x+1+x

Xx—>—oo X—y—o0
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Pour lever cette indétermination, utilisons la forme conjuguée. On obtient :

lim
X—p—o0

VX2+x+1—x X1 —x2
( x2+x—i—1+x> _—— Iim ————
VX2 +x+1—x x=—o /X2t x4+ 1—x

x(1+-) x(1+-) 1
= lim il = lim L =—=
X—>—00 1 1 —>oo 1 1 2
X\ 1+-+5—x —X I+ -+ 5+1
X X X X
4 lim VxZ4+x—2
11
xodeo x4 14 Va2+x—2
| 1 2
im Y2 W s
Xxotoo y L] /X2 Lx—2  x—too 1
x+14+Vxr+x x(1+>+x 1+1_2
X X
1 2
1+-—= |
. X X
= lim ==
X—r+oo 1 1 2 2
<1+>+ 14+—-—-
X X X

En —oo, on obtient une forme indéterminée. Pour lever 1’indétermination, on uti-

lise de nouveau la forme conjuguée.

lim VxX24+x-2 ~ im Vx24+x—2  x+1—-vVxt4+x-2
e x4Vl +x—2 x4 VP +x—2x+1 Va2 +x-2
Vai4x—2 (x—l— 1— \/x2+x—2)

= lim
X——o0 x+3
1 2 1 1 2
—x 1+—<ﬂk%)+x 1+—>
x x
= lim
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n° 1.4

. . . 0 oo .
On est confronté ici a une forme indéterminée de type 0 ou —. On applique donc
oo

la regle de I’Hospital .
1—tan(x) . —1/cos®(x) (2/V2)*

L. lim ———= = = 1.
xg% cos(2x) xg% —2sin(2x) 2
2. lim sin(3x) = lim 3c0's(3x) _ 3cos(77;') 3 -1 _3
x—Z 1 —2cos(x) x—>Z 2sin(x) 2sin(§) 2+/3/2
2
3.1 tan(ax) — lim a/cos*(ax) .
x—0 X x—0 1
AL sin(ax) _ acos(ax) .
x—0 X x—0 1
1
5 cos(x) 1 sin(x) _o.
x—0 X =0 1
. l—cos(x) .. sin(x) 1
I T T2
L 1
72im 2 iy iy LG
x—voo X x—oo X1 xoe0 Orx
8.1im % L —lim & =1
x—=0 X x=0 1
ex X
9. lim = = lim = = 40
x—o0 X  x—oeo |

n° 1.5
Si f(x) est paire : f(—x) = f(x). Utilisons la dérivée de fonctions composées.
[f(=x)]" = —f'(=x) = [f(x)]" = f'(x) puisque f(x) est paire.

On en déduit que —f'(—x) = f'(x) soit f'(—x) = —f'(x). Ce qui traduit le fait
que f’(x) est impaire.

Si f(x) est impaire : f(—x) = —f(x), la dérivée de fonctions composées donne :

F(—x)) = —f' (=) = [~f(x)]' = —f'(x) puisque £(x) est impaire.

On en déduit que —f'(—x) = —f’(x) soit f'(—x) = f'(x). Ce qui traduit le fait
que f’(x) est paire.



Chapitre 2

Etude de fonctions

2.1 Domaine et / ou intervalle de définition
— Détermination et réduction du domaine (intervalle) d’étude.
— Continuité

2.2 Limites
— Calcul des limites aux bornes du domaine (intervalle) d’étude.
— Détermination des asymptotes
* Si )lclgtll f(x) = too alors x = a est asymptote verticale (Fig. 2.1).

FIGURE 2.1 — Exemple d’asymptote verticale.



36

Chapitre 2. Etude de fonctions

¢ Si lim
x—too

(x) = b alors y = b est asymptote horizontale (Fig. 2.2).

&

FIGURE 2.2 — Exemple d’asymptote horizontale.

e Si lim [f(x) — (ax+b)] =0, y = ax+ b est asymptote oblique (Fig. 2.3).

X—>*oo

FIGURE 2.3 — Exemple d’asymptote oblique.
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Remarque :

— L’axe (X'Ox) est la droite d’équation y = 0.
— L’axe (y/Oy) est la droite d’équation x = 0.

2.3 Dérivée — Dérivabilité
— Si f'(x) > 0 alors la fonction f est croissante.

— Si f’(x) = 0 alors la fonction f est constante.
— Si f'(x) < 0 alors la fonction f est décroissante.

2.4 Tableau de variations

Tableau synoptique représentant I’évolution de la fonction f restreinte a I’inter-
valle d’étude.

2.5 Représentation graphique

Utilisation des résultats précédents pour établir une représentation graphique de
la fonction f sur tout son domaine (intervalle) de définition. (Vérification a I’aide d’un
calculateur scientifique).

2.6 Exemple

1
x—1

Soit la fonction : y = f(x) =

2.6.1 Domaine et intervalle de définition

Cette fonction est une fraction rationnelle qui correspond au 1¢* cas du Chapitre
1. Elle est donc définie pour toute valeur de x — 1 #£ 0, i.e. x # 1.

Son domaine de définition s’écrit Dy =R — {1}.
Son intervalle de définition s’écrit | — oo, 1[U]1, +o0].

Cette fonction n’est ni paire, ni impaire. Donc, on ne peut réduire son intervalle
de définition.
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2.6.2 Limites

Calcul des limites en Z-co.

. . 1
xgrﬂlzlwf(x) B xl—lgzloo x—1 B

D’ol, y = 0, i.e., I’axe x'Ox est asymptote horizontale (voir Fig. 2.4).

Limite a gauche / a droite de xp = 1.
* Limite a gauche :

1 1
li =1 l—-¢)=lim ——— = lim — = —
xl—r>rllx—l sg(r)l*f( ) .sg(r)l+ 1—-e—1 gg(r)lJr —€
x<1
e Limite a droite :
lim =Ilim f(l1+&)=1lim — = lim — = 40
x;llx—l £—>O+f( +€) e~0t 1+€—1  e=0t +€
X

On en déduit que x = 1 est asymptote verticale (voir Fig. 2.4).

2.6.3 Dérivée — Dérivabilité
La dérivée de la fonction f(x) est :

1
/
f (X) - _(X— 1)2
Puisqu’un carré est toujours positif ou nul et que cette dérivée est précédée d’un
signe —, elle est par conséquent négative sur tout le domaine / intervalle de définition
de f(x). Il en résulte que f(x) est décroissante sur son domaine ou intervalle de
définition.

2.6.4 Tableau de variations

| e I e
f'(x) - -
0 oo
f)
—oo 0
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2.6.5 Représentation graphique

1
x—1

FIGURE 2.4 — Représentation graphique de f(x) =
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2.7 Exercices

n° 2.1 Etudier la fonction suivante

f(x) =ax®+bx+c
1. Résoudre f(x) = 0.

2. Déterminer les coordonnées de I’extremum de f(x).
3. Etudier le signe de f(x) en fonction du signe de a
4. Application : y = f(x) = x> — 2x — 3.

n° 2.2 Etudier la fonction suivante

n° 2.3 Etudier la fonction suivante

1

x—1

y=flx)=x—

Résoudre f(x) = 0. Que représente 1’une des deux solutions ?



